Calculabilité et NP-Complétude

Partie Ill : Problemes NP-complet et SAT-solvers
Master 2
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Plan

@ Prouver qu'un probléme est NP-complet

o = = E A
Calculabilité



NP-complet

Un probléme B est NP-complet si
o Il est dans NP,
@ Pour tout probléme A de NP,

A<<p B

Le second point est difficile & monter, il y a une infinité de problémes dans
NP. En général, on montrer que

o Il est dans NP,

@ |l existse un probléeme C NP-complet tel que ,

C<<pB
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SAT

SAT
Donnée : Une formule booléenne ¢(x, ..., xk).
Questions : Peut-on trovuer xi, ..., xx tels que ¢ soit vraie ?

Théoréme (Cook 73)
SAT est NP-complet.
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Exercice, tables de vérité

On se propose de résoudre naivement le probléme SAT en calculant la table
de vérité de la formule. On suppose que I'on dispose pour cela de 10000
ordinateurs en réseau qui vont chacun calculer un morceau de la table de
vérité. On suppose aussi que chaque ordinateur a une vitesse de 10 GHz et
qu'il peut évaluer la formule en un seul cycle d'horloge.

© Combien de lignes a la table de vérité de la formule ¢ 7 (en fonction

de k).

@ On suppose que k = 10, en combien de temps le probléme est-il
résolu ?

© Méme question avec k = 20,30,50,807

On rappelle que 210 est environ égal a 103 . On rappelle aussi qu'il 86400

secondes dans une journée et environ 3 107 secondes dans une année.
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SAT est dans NP

Partie facile : SAT est dans NP.

def SAT(phi,k):
x=[]
for i in range(k):
x.append (Choisir ([True ,False]))
return phi(x)

Evaluer une formule booléenne se fait en temps polynomial.
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SAT est NP-difficile

Codage d'une machine de Turing M non déterministe polynomiale P(n) ou
n longueur du mot d'entrée w, décidant un probléme A (donc dans NP).

@ On peut restreindre le ruban pour 2 = P(n) cases.

@ Si un mot est accepté, il I'est avec un calcul d'au plus P(n) étapes.
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SAT est NP-difficile

Codage d'une machine de Turing M non déterministe polynomiale P(n) ou
n longueur du mot d’entrée w, décidant un probléme A (donc dans NP).

@ On peut restreindre le ruban pour 2 = P(n) cases.
@ Si un mot est accepté, il I'est avec un calcul d'au plus P(n) étapes.

On va tout coder avec des variables booléennes dans une formule ¢, telle
que

@ w est reconnu par M ssi ¢, est satisfiable,
@ ¢, se calcule en temps polynomial par rapport a n.

On motre que
A <<p SAT
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SAT est NP-difficile

On va coder dans ¢, I'existence d'un calcul acceptant pour w. Les
variables propositionnelles sont :
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SAT est NP-difficile

On va coder dans ¢, I'existence d'un calcul acceptant pour w. Les
variables propositionnelles sont :

@ T est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la
case i du ruban. On a O(P(n)?) variables.
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SAT est NP-difficile

On va coder dans ¢, I'existence d'un calcul acceptant pour w. Les
variables propositionnelles sont :

@ T est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la
case i du ruban. On a O(P(n)?) variables.

@ £ est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte est dans I'état g
de la machine. On a O(P(n)) variables.
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SAT est NP-difficile

On va coder dans ¢, I'existence d'un calcul acceptant pour w. Les
variables propositionnelles sont :
@ T est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la
case i du ruban. On a O(P(n)?) variables.
@ £ est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte est dans I'état g
de la machine. On a O(P(n)) variables.
® Rj . est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la case i du ruban
contient la lettre a. On a O(P(n)?) variables.
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SAT est NP-difficile

i= 2 -1 0 1 2 Etape k

aa(_vb b av(_ab

bv(_a# ; ; a,—,a
qdo q1 az

N

Calculabilité 10/ 46



SAT est NP-difficile

| = 2 -1 0 1 2 Etape k

# |l a|b|b|a|#|#|#

aa(_vb b 3,<—,b

bv(_v# ; ; a,—,a
90 a1 92

N

Pour un calcul réussi sur le mot d'entrée, on devra avoir dans la formule :
Eg, « est Vraie. E,, . est Fausse. Eg, , est Fausse.
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SAT est NP-difficile

| = 2 -1 0 1 2 Etape k
#|la|b|b|a|#|#]|#
a,—,b \\ a,<—,b

N

@

Pour un calcul réussi sur le mot d’entrée, on devra avoir dans la formule :
Eg, « est Vraie. E,, . est Fausse. Eg, , est Fausse.
To,x est Vraie. Ty est Fausse. T_;  est Fausse...
Ro b,k est Vraie. Rg 5 est Fausse. Ry 4 est Fausse. Ry , , est Vraie...
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SAT est NP-difficile : codage de la téte de lecture

T; i est vraie ssi a |'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la case i
du ruban. On a O(P(n)?) variables.

J

o = E A
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SAT est NP-difficile : codage de la téte de lecture

T; i est vraie ssi a |'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la case i
du ruban. On a O(P(n)?) variables. J

La téte de lecture ne peut pas pointer sur deux cases : a |'étape k, si la
téte pointe sur la case /, elle ne pointe par sur une case j # i

Tix=—Tjx
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SAT est NP-difficile : codage de la téte de lecture

T; i est vraie ssi a |'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la case i
du ruban. On a O(P(n)?) variables. J

La téte de lecture ne peut pas pointer sur deux cases : a |'étape k, si la
téte pointe sur la case /, elle ne pointe par sur une case j # i

Tix=—Tjx

ANNTike= =T
k

i A
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SAT est NP-difficile : codage de la téte de lecture

T; i est vraie ssi a |'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la case i
du ruban. On a O(P(n)?) variables. J

La téte de lecture ne peut pas pointer sur deux cases : a |'étape k, si la
téte pointe sur la case /, elle ne pointe par sur une case j # i

Tix=—Tjx

ANNTike= =T
k

i i
La téte pointe sur au moins une case :

AV T
ko
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SAT est NP-difficile : codage de la téte de lecture
T; i est vraie ssi a |'étape k d'un calcul réussi, la téte pointe sur la case i
du ruban. On a O(P(n)?) variables. J

La téte de lecture ne peut pas pointer sur deux cases : a |'étape k, si la
téte pointe sur la case /, elle ne pointe par sur une case j # i

Tix=—Tjx

NN\ Tie==Ti)

It

La téte pointe sur au moins une case :

AV Tix
ko

-y r)- (o)

I J#E
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SAT est NP-difficile : état

E, k est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la téte est dans |'état g de
la machine. On a O(P(n)) variables. J

La machine est a chaque étape dans un et un seul état :

o (ye) (an e e

9 q'#q

La formule a une taille dans O(P(n)) (le nombre d'états est une constante)
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SAT est NP-difficile : le ruban

Ri ok est vraie ssi a I'étape k d'un calcul réussi, la case i du ruban contient
la lettre . On a O(P(n)?) variables. J

Chaque case contient une et une seule lettre & chaque étape :

e (ye)- (3 A= o)

i o d#a

La formule a une taille dans O(P(n)?) (le nombre de lettres est une
constante)
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SAT est NP-difficile : configuration initiale

o = = E A
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SAT est NP-difficile : configuration initiale

Le mot w est écrit sur le ruban

1q
/\ Rr,w(r),O A
r=1

/\ Rr,#,O

r<l,r>|w|

=] = = E A
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SAT est NP-difficile : configuration initiale

Le mot w est écrit sur le ruban :

lwl

/\ Rr,w(r),O A /\ Rr7#»0
r=1

r<l,r>|w|

La machine est dans un état initial :

V Eqo

qel
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SAT est NP-difficile : configuration initiale

Le mot w est écrit sur le ruban :

lwl

/\ Rr,w(r),O A /\ Rr7#»0
r=1

r<l,r>|w|

La machine est dans un état initial :

V Eqo

qel
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SAT est NP-difficile : configuration initiale

Le mot w est écrit sur le ruban :

lwl

/\ Rr,w(r),O A /\ Rr7#70
r=1

r<l,r>|w|

La machine est dans un état initial :

V Eqo

qel
[wl
it = | \Rewno |~ | /N Rewo |~ |V Eao | A Tao
r=1 r<l,r>|w| qel
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SAT est NP-difficile : configuration finale et consécutives
Le calcul passe par une confuration finale :

Pfinal = \/ \/ 5 ,k

k qeF

o = E A
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SAT est NP-difficile : configuration finale et consécutives

Le calcul passe par une confuration finale :

Pfinal = \/ \/ E ,k

k qeF

Les configurations sont consécutives :

Pchemin = /\/\/\/\ (Eq,k ATik AR (k=
kK g i

( \/ (Eq k41 A Tig1 k1 A R ier1)

g — ¢q
% \/ (Eq k1 A Ticiks1 A Ry, ,k+1)>
9= q

- = — = = =
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SAT est NP-difficile

Le ruban est inchangé sur les autres cases

ore = I\ /\/\(Tik AR ) = Ristoks1)
ki

La formule
OT NPE N PR A Pinit N Pfinal N Pchemin N PRy

se calcule en temps polynomial en |w| et est satisfiable si et seulement si w
est décidé par la machine de Turing.

Donc
A <<p SAT
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SAT CNF NP-difficile

Une formule SAT est sous forme CNF Cunjunctive Normal Form, si elle est
de la forme :

/\ Clauses

ol les clauses sont des formules du type

X1V X3V TXg V Xg V TXg

i.e. une disjonction de variables ou de leur négation.
Par exemple :

(x1 v —=x2 v —x3) A (—xa) A (X3 V X5 vV —Xp)

est sous forme CNF.
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SAT CNF NP-difficile

Toute formule booléenne est équivalente a une formule sous forme CNF.

En utilisant le fait que
A= B=Av —B,

on peut facilement mettre la formule du théoréme précédent sous forme
CNF.

Théoréme
SAT restreint aux formules CNF est NP-complet. J

On peut aussi montrer (avec un peu de travail) :

3-SAT (les clauses ont au plus trois literraux) est NP-complet.

Théoréme J
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Plan

© Approches pour les problémes NP-complets, SAT solvers

o = = E A
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Comment faire?

Résoudre un probléme NP-complet par force brute (ou proche) demandera
rapidement trop de ressources.

@ Pour les problémes de décision, utilisation de SAT-solvers.

@ Pour les problémes d'optimisation, utilisation de solvers en nombres
entiers, d'approximation ou d'heursitiques, de méta-heuristiques.
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Codage SAT

Codage SAT

Resoudre un probléme par codage SAT, c'est trouver une fonction
calculable en temps polynomiale qui, & chaque entrée u du probléme
d’entrée, associe une formule SAT en CNF ¢ qui est satisfiable si et
seulement si u est une instance positive du probléme.

De plus, on chercher a ce qu'une instanciation de la formule (qui rende son
interprétation vraie) donne une solution au probléme.

> codage fromule
entrée u CNFy

1
1
compliqué !
1
L décodage instanciation

solution de ¢
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Probléme de complétion des dames

Comment placer n — k dames sur un échiquier de taille n x n sans

qu’aucune ne soit en prise d'une autre (au plus une par ligne, colonne et
diagonales), sachant que k dames sont déja placés.

Le probléme est pas NP-complet.

image https://automaths.blog/2018/11/09/1e-probleme-des-reines/
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Exercice

Placer 4 dames sur |'échiquier pour qu'aucune ne soit en prise avec une

S
i
"a"
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Exercice

Placer 4 dames sur |'échiquier pour qu'aucune ne soit en prise avec une

e
aCamguica s
g iy
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Le dames : exemple

Placer 6 autres dames de telle sorte qu'elle ne puissent pas se prendre (une
seule par ligne, colonne, diagonale).

image tirée de Complexity of n -Queens Completion, de |.A. Gent, Ch. Jefferson et P.
Nightingale, Journal of Artificial Intelligence Research, 59 (2017), pages 815 — 848.
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exemple

Le dames :

Placer 6 autres dames de telle sorte qu'elle ne puissent pas se prendre (une

seule par ligne, colonne, diagonale).

[l n'y a que deux possibilités.

image tirée de Complexity of n -Queens Completion, de |.A. Gent, Ch. Jefferson et P.

Nightingale, Journal of Artificial Intelligence Research, 59 (2017), pages 815 — 848.

23 /46
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Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
21122123
31132133

Etape 1, choisir les variables : Positions des dames

@ 9 variables X;; pour coder la position de la premiére dame.

@ 9 variables Y;; pour coder la position de la deuxiéme dame.
@ 9 variables Z; ; pour coder la position de la troisiéme dame.

X1,3 = 1 si et seulement si la premiére dame est en position 1, 3.

Calculabilité
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Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
21122]23
3113233

Etape 1, choisir les variables : Positions des dames
@ 9 variables X;; pour coder la position de la premiére dame.
@ 9 variables Y;; pour coder la position de la deuxiéme dame.
@ 9 variables Z; ; pour coder la position de la troisiéme dame.

X1,3 = 1 si et seulement si la premiére dame est en position 1, 3.
27 variables, la table de vérité a 227 (un peu plus de cent millions de lignes)
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Codage sur un échiquier 3x3

1,1
2,1
31

1,2
2,2
3.2

13
2,3
3.3

Etape 2, les contraintes :

o = = E A
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Codage sur un échiquier 3x3

1111213
2112223
31132133

Etape 2, les contraintes :

la premiére dame est sur une au moins case : X1 1 v X2 v

Calculabilité

oV X33
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Codage sur un échiquier 3x3

1111213
2112223
31132133

Etape 2, les contraintes :

la premiére dame est sur une au moins case : X1 v Xi2 v ... Vv X33
la premiére dame est sur une case au plus :

—'(X,"j N X,'/JI) pour (i,j) #* (i/’./'/)- (36 cas)
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Codage sur un échiquier 3x3

1111213
2112223
31132133

Etape 2, les contraintes :

la premiére dame est sur une au moins case : X1 v Xi2 v ... Vv X33
la premiére dame est sur une case au plus :

~(Xij A Xy jr) pour (i.j) # (i','). (36 cas)
Ce qui donne pour la premiére dame est sur exactement une case :

Yx = X171 \ X172 V...V X3’3 A /\ —'(X,'J A Xi’,j’)
(1g)<("J")
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

la premiére dame est sur exactement une case :

Yx = X1’1 \Y X1’2 V...V X373 VAN /\ —'(X,',j A Xi’J’)
(if)<(i"4")

la deuxiéme dame est sur exactement une case :

(,0y=Y171VY172v...\/Y3’3/\ /\ —\(Y,"J'AY,-/’J-/)
(i )<("J")

la deuxiéme dame est sur exactement une case :

pz=2,11Vv ZipV ...V Z33A /\ _'(Zi,j A Yi’xj’)
()<
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

la premiére dame est sur exactement une case :

px = le]_ \V X]_’Q V...V X373 A /\ _'(de A Xi/zj/)
(i)<('J4")

la deuxiéme dame est sur exactement une case :

g0y=Y1’1vY1’2v...vY3,3/\ /\ —\(Y,"J'/\Y,-/’j/)
(i )<("J")

la deuxiéme dame est sur exactement une case :

g02=2171 \/Zl,g V... VZ373/\ /\ —'(ZiJA Y,'/J/)
(i)<(i"Jj")

Une instanciation qui satisfait ox A @y A ¢z posséde exactement un X; ;
vrai, exactement un Y} ; vrai et exactement un Z;; vrai.
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre toute les deux sur la
case (1,1) : =(X1,1 A Y11)
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre toute les deux sur la

case (1,1) : =(X1,1 A Y11)
La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre sur une méme case :

oxy =\ ~(Xij A i)
(i)
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre toute les deux sur la
case (1,1) : =(X1,1 A Y11)
La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre sur une méme case :

exy =\ ~(Xij A Yi))
(i)
La premiére et la troisiéme dame ne peuvent pas étre sur une méme case :
ox.z =\ ~(Xij A Zi))
(i)
La deuxiéme et la troisiéme dame ne peuvent pas étre sur une méme case :

Yy,z = /\ —(Yij ~ Zij)
(i)
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait
PX NPY NPz NPX )Yy NPX,Z NPY,Z
posséde exactement un X; ; vrai,

°
@ exactement un Y;; vrai et
@ exactement un Z;; vrai;

o

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts.

Le reines sont toutes sur I'échiquier sur des cases différentes.

Calculabilité
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

PXNPY NPZNPXY NPX.ZNPY Z

posséde exactement un X; ; vrai,

°
@ exactement un Y;; vrai et

@ exactement un Z;; vrai;

@ de plus couples de ces trois indices sont deux & deux distincts.

Le reines sont toutes sur I'échiquier sur des cases différentes.
Il reste a coder qu'elles ne sont pas en prises mutuelles (et les conditions
initiales).
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas é&tre sur une méme ligne.
@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.

=] = = E A
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas é&tre sur une méme ligne.

Prigne = /\ ~(Xij A Yig) A =(Xij A Zig) A =(Yij A Zij)
i

@ Deux dames ne peuvent pas é&tre sur une méme colonne.

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas é&tre sur une méme ligne.

SOIigne = /\ —|(de A \/’,J’) A —|(de A\ Zi,j’) AN _‘(\/’x/ AN Z,’j/)
ij#j

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.

- /\ ~(Xij A

i Jj Y,'/_J') A ﬁ(X,’ﬁj AN
NEH

h
¥ colonne

Zij) n =(Yij ~ Zirj)
@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.

=] = = E A
Calculabilité



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas é&tre sur une méme ligne.

SOIigne = /\ —|(de A \/’,J’) A —|(de A\ Zi,j’) AN _‘(\/’x/ AN Z,’j/)
ij#j

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.

- /\ ~(Xij A

i Jj Y,'/_J') A ﬁ(X,’ﬁj AN
NEH

h
¥ colonne

Z,'/‘J') A\ ﬁ(Y,'J A\ Zﬂj)
@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.
Pdiag =

A

li—j|=1i"=J"|

_'(X,'J‘ AN Yi’,j’) VAN _‘(X,'J VAN Zi’,j’) VAN _‘(Y,'J VAN Zi’,j’)
o = = = DA



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

PX AN PY APz ANPXY NPX,Z NPY,Z A Pligne A Peolonne N Pdiag

posséde exactement un X; ; vrai,
exactement un Y ; vrai et
exactement un Z;; vrai,

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts,

deux variables a vrai ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme
colonne, ni sur la méme diagonale.

Le reines sont toutes sur I'échiquier satisfont les contraintes.
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

PX AN PY APz ANPXY NPX,Z NPY,Z A Pligne A Peolonne N Pdiag

posséde exactement un X; ; vrai,
exactement un Y ; vrai et
exactement un Z;; vrai,

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts,

deux variables a vrai ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme
colonne, ni sur la méme diagonale.

Le reines sont toutes sur I'échiquier satisfont les contraintes.
Il reste & coder les conditions initiales
X3,1 impose qu'une dame (la premiére) soit dans la case (3,1).
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Généralisation

Xijk :la k-iéme dame est sur la case (i, j).
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Généralisation
Xl,_/ k -

. la k-ieme dame est sur la case (7, )

ihJ).
@ Chaque dame apparait une et une seule fois :
A= ANV X et 2= N\ /\
k iy

(Xi,j,k VAN X,-/’J/ k)
ij (i J1)#(id)

=] = = E A
Calculabilité



Généralisation
Xl,_/ k -

. la k-ieme dame est sur la case (7, )

@ Chaque dame apparait une et une seule fois

1= /\\/Xu kK et po= /\/\ /\ (Xijke A Xirjr k)
ij iy (i) #(id)
@ Pas deux dames sur la méme case

p3 = /\ /\

I,_j kN XI,J k’)
k#k" i,

o = = E A
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Généralisation
Xl,_/ k -

. la k-iéme dame est sur la case (i, j)
@ Chaque dame apparait une et une seule fois :
A= ANV X et 2= N\ /\
k iy

(Xi,j,k A\ X,-/’J/ k)
N GNOEN))
@ Pas deux dames sur la méme case

o= /\ /\~(

I,_j,k N XI,J k’)
k#k" i,
@ Pas deux dames sur la méme ligne, ni méme colonne
VAVAR
k#k"ij.j"

IJkAXI,JIk’) et pc= /\/\

I,j kN XI’J k’)
kK" ij,i’

=] = = E A
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Généralisation
Xijk i la k-iéme dame est sur la case (7).
@ Chaque dame apparait une et une seule fois :

1= /\\/Xi,j,k et oy = /\/\ /\ —(Xijk A Xir jr k)
ki ig (i) # (i)

@ Pas deux dames sur la méme case :

Y3 = /\ /\ I,_j,k N XI,J k’)

k#k' ij
@ Pas deux dames sur la méme ligne, ni méme colonne :
YL = /\ /\ Xijk A Xijik) et pc= /\ /\ =(Xijok A Xir jkr)
kK i, kK" i j,i"
@ Pas deux dames en diagonale :

Yp = /\ /\ —(Xijk A X jrwr)

ket ! [i=i' =l
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, (0.3 secondes).
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2) (0.3
secondes).
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2) et en
(2,4) (3.4 secondes).

013

En force brute, 10'° possibilités environ.
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2), en (2,4)
et en (5,3) (7 minutes) : pas de solution.

012

En force brute, 10'“ possibilités environ.
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Sudoku

53 7
6 1[9[5
e [5 En testant toutes les possibilités par
ﬁ 5 6 3 i’ colonne (5 cases vides), on obtient
7 3 3 (51)° ~ 108 possibilités. Plusieurs
B 2(8 dizaines d'années de calcul.
4|1]9 5
B HE
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Sudoku

53 7
6 1[9[5
e [5 En testant toutes les possibilités par
3 5 2 3 i’ colonne (5 cases vides), on obtient
7 3 3 (51)° ~ 108 possibilités. Plusieurs
B 2(8 dizaines d'années de calcul.
4|1]9 5
8 719

On va coder avec une formule SAT :

Xij K est vraie si la case (i, /) contient k.

3

Il'y a n® variables (dans le cas classique n = 9).
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Codage SAT du Sudoku.

La case (/,/) a au moins une valeur :

9
Vi1 Xijik

La case (/,/) a au plus une valeur :

AV kek (Xijk = =X j k) ce qui s'écrit aussi
1 Akr—iesk ("X v = Xijw0)

On le fait pour toutes les cases :

9 9 9
i=1 \j=1 </\k=1 Xij kA Ni—1 Ab—1 K £k (=X v X"Jak’)>
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Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9
Vie1 Xin1

o = = E A
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Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9
Vizy Xiaa

Chaque nombre apparait dans la chaque colonne
9 A9 9
j=1/\k=1 Vi1 Xijik

Par un argument de cardinalité, cela suffit & garantir la contrainte sur les
colonnes.
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Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9
Vizy Xiaa

Chaque nombre apparait dans la chaque colonne
9 A9 9
j=1/\k=1 Vi1 Xijik

Par un argument de cardinalité, cela suffit & garantir la contrainte sur les
colonnes.

On fait de méme pour les lignes et les carrés.
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Codage SAT du Sudoku, conditions initiales

HE 7
6 ABE
9|8 [+
8 6 3
4 8| |3 1 X115 A X123 A X157 ..
7 2
6 2|8
ANE 5
8 7o

La formule obtenue a une solution si et seulement si la grille de Sudoku en
a une.

Une instanciation des X j «x qui rend la formule vraie donne une solution de
la grille de sudoku.
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Cas pratique

Chemin autoevitant

Donnée : Un entier n et une liste / de points du quadriage n x n et un
entier k < n?

Question : est-il possible de faire un chemin sur le quadrillage qui évite les
points de ¢, de longueur k, sans passer deux fois par le méme point.
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Cas pratique

Chemin autoevitant

Donnée : Un entier n et une liste £ de points du quadriage n x n et un
entier k < n?

Question : est-il possible de faire un chemin sur le quadrillage qui évite les
points de ¢, de longueur k, sans passer deux fois par le méme point.

e Environ 120 lignes de Python, n® 4 4n? variables (pour n = 8, 768
variables).

o Cryptominisat?!
@ Trouve une solution pour n = 8 en 20 secondes.

@ Montre qu'il n'y a pas de solution pour n = 7 en 2 minutes.

1. https://wuw.msoos.org/cryptominisat5/
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https://www.msoos.org/cryptominisat5/

Cas pratique
@ Solution trouvée pour n = 9 avec un sommet libre en 23s.
@ Solution trouvée pour n = 10 avec un sommet libre en 2 minutes.
@ Programme arrété aprés 10h pour n = 9.
@ Solution trouvée pour n = 10 avec en 20 minutes.
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Cas pratique

@ Solution trouvée pour n = 10 avec un sommet libre en 4 minutes.
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Fichiers .cnf

Les solver SATs utilisent des fichiers .cnf.
Xl VAN (—'Xg Vv X3 \Y —'X4) A\ (X3 \Y X4)

p cnf 4 3
10
-23-40
340

Certains solver autorisent des clause xor, on commence alors la ligne par
un x.
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Coloriage

Pour un entier k fixé, on cosidére le probléme suivant :

k-COLOR

Donnée : un graphe G = (V,E)

Question : est-il possible de colorier les sommets de G avec les couleurs de
telle sorte que deux sommets voisins n'aient jamais la méme couleur.

On admettra que 3-COLOR est NP-complet.

Exercice
o Justifier que 2-COLOR est dans P.
@ Proposer un codage SAT pour 3-COLOR.
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Chemin Hamitlonien

Chemin Hamiltonien
Donnée : un graphe orienté G = (V, E)

Question : existe-t-il un chemin qui passe une et une seule fois par chaque
sommet ?

Exercice J

Proposer un codage SAT pour le probléme de chemain Hamiltonien
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